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Politechnika Wroctawska

ZtozonoS¢ obliczeniowa czasowa

Problemy rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Problem rozstrzygalny (rozwiazywalny) to problem, dla
ktorego istnieje algorytm znajdujacy rozwigzanie w
skonczonej liczbie krokow.

Problem nierozstrzygalny (nierozwigzywalny) to problem,
dla ktorego udowodniono, ze nie istnieje algorytm
znajdujacy rozwigzanie w skonczonej liczbie krokow.

Ztozonosc obliczeniowg badamy dla problemow
rozstrzygalnych.
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ZtozonosS¢ obliczeniowa czasowa

Rozmiar problemu dla danych w postaci zbioru
{x1,%5, ., Xn}

Przyktady rozmiaru:

Liczba elementow czyli n,

Liczba znakow w dziesietnym kodowaniu n elementow,
Liczba znakow w dwojkowym kodowaniu n elementow,
Liczba znakow w jedynkowym kodowaniu n elementow.

Kodowanie
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ZtozonosS¢ obliczeniowa czasowa

Przyktady problemow o wiecej niz jednym
rozmiarze danych:

Problem mnozenia macierzy nie kwadratowych - 3
rozmiary,

Problemy grafowe - rozmiarami moga byc: liczba
wierzchotkow, liczba tukow.
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ZtozonoS¢ obliczeniowa czasowa

Wg teorii ztozonosci obliczeniowej efektywnym
jest algorytm o ztozonosci czasowej ograniczonej
od gory przez wielomian od rozmiarow problemu.

Algorytmy o wyktadniczej ztozonosci obliczeniowe]
uwazane sg za nieefektywne.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Ztozonos$¢ wielomianowa a wyktadnicza algorytmu

n = 100 - rozmiar problemu
2 - ztozonos¢ algorytmu wielomianowego (liczba krokow)
" . ztozonosc algorytmu wyktadniczego

ck = 107*s = 100us — czas wykonania jednego kroku

n%-.-ck =100%-10"%s = 1s

Zn — 2100 — (210)10~ (103)10 — 1030

1039 . ck =103Y - 107%s = 10%%s = 3 - 10%8lat
1rok = 3600 -24 - 3655 ~ 3-107s
13,82 - 10°%lat - czas zycia wszechswiata



Politechnika Wroctawska
ZtozonosSc¢ obliczeniowa czasowa

Ztozonos¢ wielomianowa a wyktadnicza algorytmu

n = 100 - rozmiar problemu

n? - ztozonosc algorytmu wielomianowego (liczba krokow)
2™ - ztozonosc algorytmu wyktadniczego

ck = 107*s = 100us — czas wykonania jednego kroku

n%-.-ck =100%-10"%s = 1s

Zn — 2100 — (210)10z (103)10 — 1030

1039 . ck =103%.107%s = 10%%s =~ 3 - 1018]at,
1rok = 360024 -365s =~ 3:-10"s

13,82 - 10°%lat - czas zycia wszechswiata




Dwie galaktyki z efektami
soczewkowania grawitacyjnego

[Zdjecie wykonane teleskopem Hubble’a]
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ZtozonosS¢ obliczeniowa czasowa

Problem dodawania macierzy
kwadratowych

Dane:
Macierze A, «,., Bnxn
Zadanie:

WyznaczyC macierz
Choxn = Anxn + Bnxn
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ZtozonosS¢ obliczeniowa czasowa

Algorytm dodawania macierzy kwadratowych

Algorytm wyrazony w jezyku zawierajqgcym elementy jezyka naturalnego i
formalnego

Dla kazdej pary < i,j >€ {1,n} x {1,n} wykonaj
Cij = al-j +bl]

Oznaczenia:
{1,_”} = {1)2; -";n})

X XY - iloczyn kartezjanski zbiorow X,Y

Ztozonosc obliczeniowa algorytmu

n jest rozmiarem problemu.
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ZtozonosS¢ obliczeniowa czasowa

Sumowanie macierzy w pseudokodzie

SUM(A,B,n,C)
fori<1ton

forj < 1ton
do C[i,j] « Ali,j] + Bli, j]

T4 - czas dostepu do pamieci,
7, - czas dodawania dwu liczb,

T,, - CZas wyznaczania wartosci zmiennej petli plus czas
weryfikacji wzgledem wartosci granicznej,
T~n%-Btg+1)+M*+n) 1, =~ k- -n?
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem mnozenia macierzy
kwadratowych

Dane:

Macierze A, «,., Bnxn
Zadanie:

Wyznaczy¢ macierz

Cnxn — Anxn * Bxn
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ZtozonosSc¢ obliczeniowa czasowa

Algorytm mnozenia macierzy kwadratowych

Algorytm wyrazony w jezyku zawierajgcym elementy
jezyka naturalnego i formalnego

Dla kazdej pary < i,j >€ {1,n} x {1,n} wykonaj

n
Cij = Ly=1ikb;

Ztozonosc obliczeniowa algorytmu
~ k-n3
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Ztozonosc¢ algorytmow

Algorytmu dodawania macierzy kwadratowych
~ k - n?

Algorytmu mnozenia macierzy kwadratowych
~k -n3

Powyzsze funkcje sa wielomianami, a zatem te algorytmy
sg Uwazane za efektywne.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem wyznaczania elementu maksymalnego w zbiorze
max = max{A1l,A2,...,An}

Pseudokod algorytmu

max(A1, A2,..., to An integers);
max := A1l;
fori:=2tondo
if max < Ai then max := Ai;
return max {max is the largest element}

Ztozonosc obliczeniowa algorytmu
~k-n
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem sortowania zbioru

{xl; X2 yeeey xn}

niemalejqco.

Idea algorytmu sortowania bgbelkowego

Algorytm opiera sie na zasadzie: kazda liczba jest mniejsza
lub rowna od liczby maksymalnej. Porownujac kolejno liczby
mozna wyznaczyc najwieksza z nich. Nastepnie ciag czesciowo
posortowany (majacy na koncu posortowane liczby
maksymalne), mozna skrocic o te liczby i ponowic szukanie
maksimum, juz bez elementow posortowanych i tak dtugo, az
zostanie nam jeden element. Otrzymane kolejne maksima sg
coraz mniejsze przez co cigg jest uporzadkowany.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Algorytm sortowania bgbelkowego w kodzie C

void bubblesort(int table[], int size)

{
inti, j, temp;
for (i = 0; i<size; i++)

{
for (j=0; j<size-1-i; j++)
{
if (table[j] > table[j+1])
{
temp = table[j+1];
table[j+1] = table[j];
table[j] = temp;
3
3
}
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Ztozonosc algorytmu sortowania babelkowego

~ k - n?



Politechnika Wroctawska
Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa

Problem podziatu zbioru

Dane:

e X ={xq,..,%;, ..., %} - Zzbior k elementow x; € N,
gdzie N, = {1,2,...},

e BEN,,
o« Yitixi = 2B.

Pytanie:

Czy istnieje podzbior X, c X taki, ze
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ZtozonoS¢ obliczeniowa czasowa

Problem:

Czy istnieje algorytm wielomianowy dla
problemu podziatu zbioru?



A
Politechnika Wroctawska

Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

Intuicyjne pojmowanie klasy NP

Klasa NP zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono ponadwielomianowe algorytmy ich
rozwigzania (w wielomianowym czasie mozna odgadnac
rozwigzanie i sprawdzic czy to rozwigzanie daje odpowiedz
“tak").
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa

Problem:

Czy istnieje algorytm wielomianowy dla problemu
podziatu zbioru?

Udowodniono:
Problem podziatu zbioru jest tzw. Problemem NP-

zupetnym, tzn. z jego rozwigzania mozna wyznaczyc
rozwigzanie kazdego problemu klasy NP.

Dla problemow NP-zupetnych wydaje sie prawie
pewne, ze algorytmu wielomianowego nie uda sie

zbudowac.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Decyzyjny problem szeregowania zadan niezaleznych na
dwu maszynach (procesorach)

Dane:

e T={tq,..,t;..,t} - zbior czasow wykonania k zadan
niezaleznych (bez ograniczen kolejnosci wykonywania)
gdzie t; € N,,

e« BEN,,

° Zi‘c=1 t; = 2B.

Pytanie:

Czy mozna te zadania tak roztozyc na dwie maszyny, ze

sumaryczny czas wykonania bedzie rowny B ?



A
Politechnika Wroctawska

Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Czy rozwigzanie jednego z dwu problemow:

Decyzyjnego problemu szeregowania zadan niezaleznych
na dwu maszynach

i
Problemu podziatu zbioru
mozna wyznaczyc na postawie rozwigzania drugiego?

Powyzsze pytanie dotyczy redukcji (transformacji) jednego
problemu do drugiego.
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem podziatu zbioru

Dane:

o X ={xq,..,x; .., X3} - zbior k elementow x; € N,, gdzie N, = {1,2, ...},
e« BEN,, Y., x;=2B.

Pytanie:

Czy istnieje podzbior X; c X taki, ze Y, .cx, ;=B ?

Decyzyjny problem szeregowania zadan niezaleznych na dwu maszynach
(procesorach)

Dane:

e T={ty,..,t;..,t,} - zbior czasow wykonania k zadan niezaleznych (bez
ograniczen kolejnosci wykonywania) gdzie t; € N,

e« BEN, Y¥. t,=2B.

Pytanie:

Czy mozna te zadania tak roztozy¢ na dwie maszyny, ze sumaryczny czas

wvkonania bedzie rowny B ?
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Czy rozwiazanie jednego z dwu problemow:

Decyzyjnego problemu szeregowania zadan niezaleznych
na dwu maszynach

i

Problemu podziatu zbioru
mozna wyznaczyC na postawie rozwigzania drugiego?

Powyzsze pytanie dotyczy redukcji (transformacji) jednego
problemu do drugiego.

Jakie ograniczenie narzucilibysmy na ztozonosc
obliczeniowa transformacji?
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem charakteryzowany jest poprzez
Dane (dane wejsciowe) i Zadanie do wykonania (np. Prob. opt.’

lub
Dane (dane wejsciowe) i Pytanie (Prob. dec.).
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Ztozonosc¢ obliczeniowa czasowa

Problem dodawania macierzy kwadratowych

Dane:
Macierze A, «», Bnxn
Zadanie:

Wyznaczy¢ macierz
Cnxn = Anxn + Buxn

Problem podziatu zbioru

Dane:

o X ={xq,..,%; .., %} - Zbior k elementow x; € N,, gdzie N, = {1,2, ...},
e« BEN,, Y. x;=2B.

Pytanie:

Czy istnieje podzbior X; c X taki, ze Y, .cx,xi =B?
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

Ztozonosc obliczeniowa algorytmu
a ztozonos¢ problemu

Algorytm rozwigzujacy problem moze miec czasowa lub pamieciowa ztozo-

nosc obliczeniowa logarytmiczna, liniowa, wielomianowa, wyktadnicza lub
wiele innych.

Ztozonosc obliczeniowa problemu okresla wymagania czasowe lub
pamieciowe na algorytm rozwigzujacy ten problem.

Jesli problem jest NP-zupetny, to prawie na pewno nie zostanie znaleziony
wielomianowy algorytm rozwiazujacy.

Lepiej nie mowic: Dla problemu NP-zupetnego najprawdopodobniej nie
zostanie znaleziony wielomianowy algorytm rozwiazujacy.
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

P - klasa problemow, dla ktorych rozwigzania wymagany
jest czas ograniczony od gory przez wielomian od
rozmiarow problemu,

PSPACE - klasa problemow, dla ktorych rozwiazania
wymagana jest pamiec ograniczona przez wielomian od
rozmiarow problemu,

EXPTIME - klasa problemow, dla ktorych rozwigzania
wymagany jest czas ograniczony przez funkcje wyktadnicza
od rozmiarow problemu,

EXPSPACE - klasa problemow, dla ktorych rozwiazania
wymagana jest pamiec ograniczona przez funkcje
wyktadnicza od rozmiarow problemu,
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

Intuicyjne pojmowanie klasy NP

Klasa NP zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono ponadwielomianowe algorytmy ich
rozwigzania (w wielomianowym czasie mozna odgadnac
rozwigzanie i sprawdzic czy to rozwigzanie daje odpowiedz
“tak").
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

Klasa NL zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono niedeterministyczne i wymagajace
logarytmicznej przestrzeni algorytmy ich rozwigzania (w
logarytmicznej przestrzeni mozna odgadnac rozwigzanie
(niedeterministycznie) i sprawdzic czy to rozwigzanie daje
odpowiedz "tak").

Uwaga:

W przypadku klasy o ztozonosci pamieciowej mniejszej niz
liniowa nie jest uwzgledniana przestrzen potrzebna do
reprezentacji problemu.
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Ztozonos¢ obliczeniowa czasowa i pamie-

ciowa

[Zrédto Wikipedia]
EXPSPACE

I
EXPTIME
I
PSPACE

P ¢ EXPTIME, PSPACE ¢ EXPSPACE
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Czasowa ztozonosSc¢ obliczeniowa

Rodzaje czasowej ztozonosci obliczeniowej:
e Najlepszego przypadku,

- Ztozonosc rozwiazania problemu dla najlepszych danych
wejsciowych rozmiaru n,

e Najgorszego przypadku,

- Ztozonosc rozwigzania problemu dla najgorszych danych
wejsciowych rozmiaru n,

« Sredniego przypadku,
- Srednia ztozono$¢ rozwiazania problemu o rozmiarze n.
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Czasowa ztozonosSc¢ obliczeniowa

« Assumption
Execution times of operations, actions or statements are given by a real

number.

Linear program Pr where A, B, C, D are operations, actions or statements

7(A) e R, - execution time of A

« Execution time of the program Pr
oPr) = 7(A)+ «(B) + 7(C) + «(D)

[J. Magott, Information Systems Analysis]
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Czasowa ztozonosc¢ obliczeniowa

~ B

p 1]

A program with decision

(D) — execution time of decision D
P — probability of an event that after the decision D, the B action is executed

If 7(B)= o«(C) then execution time of the program depends on the decision.
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Czasowa ztozonosSc¢ obliczeniowa

Execution time estimation methods

- B
(e — ]

1. The worst case method

7" (Pr) = «( A) + «(D) + max{(B), «(C)}

7" (Pr) - execution time estimation of the worst case

Application: real-time systems.
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Czasowa ztozonosSc¢ obliczeniowa

2.  The most probable path method

- B
@ m<® 4@
(e — ]

If P>1-P then (Pr)= oA+ D)+ «(B)

If P<1-P then 72(Pr)= o(A)+ «(D)+ «(C)
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Czasowa ztozonosc¢ obliczeniowa

3. The arithmetic mean method

- B
@< @D
[ — ]

A(Pr) = (A)+ (D) + T(B)Z 1C)

4. The random variable mean method

(P = «(A) + (D) + P- «(B) +(1— P)- 7{C)

T(A) — random variable of execution time of A

Application: general purpose systems.
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Czasowa ztozonosc¢ obliczeniowa

Czasowa ztozonosc obliczeniowa sredniego przypadku

cad e

1-P
= C

2"(Pr) = (A)+ o(D)+ P- o(B) +(1— P)- o(C)
Struktury sterowania:
« Kompozycja sekwencyjna,
e Alternatywa,
e Instrukcje petli: for, while, do while,
e Instrukcja przetaczania switch.
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Czasowa ztozonosc¢ obliczeniowa

Czasowa ztozonosc obliczeniowa sredniego przypadku

ool e

1-P
= C

7"(Pr)= o(A)+ D)+ P- «(B) +(1—- P)- «(C)

Metody wyznaczania:

« Analityczna - na podstawie prawdopodobienstw
rozgatezien i rozktadow czasow wykonania instrukcji,

e Symulacyjna - metoda Monte Carlo na podstawie
analogicznych danych.
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Notacja asymptotyczna

Notacja O
Funkcja f(n) jest rzedu funkcji (jest asymptotycznie ograniczona od
gory przez) g(n), co zapisujemy f(n) = 0(g(n)), jesli istnieje stata 0 < ¢
taka, ze istnieje 0 < n, takie, ze ny, <n
(czyli prawie dla wszystkich wartosci n)
0<f(n) <c-gn).
Lepsze a gorsze ograniczenie gorne. f(n)
Ponadto istnieja ¢’ i g(n) takie, ze

cg(n)

Zrodto: / - n

. , n i
[CLRS, Wprowadzenie do algorytmow] O f)= O(g(n))
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Notacja asymptotyczna

Przyktad
2n3 —5n% 4+ 7n— 11 = 0(n?)
poniewaz
- 2n3—-5n*+7n-11
lim =

Nn—-0oo n3

2
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Notacja asymptotyczna

Wtasnosci notacji O

Jezeli f(n) = 0(a(n))i g(n) = 0(b(n)),
to f(n)+g(n) = O(a(n) + b(n)) = O(max{a(n),b(n)}).

Jezeli f(n) = 0(a(n)) i g(n) = 0(b(n)),
to f(n)-gn) = O(a(n)b(n)).

Jezeli p(n) jest wielomianem stopnia k, p(n) = 0(n").
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Notacja asymptotyczna

Notacja ©

Asymptotycznie doktadnym c,8(n)
oszacowaniem funkcji f(n) jest
funkcja g(n), co zapisujemy

f(n) = 0(g(n)), jesli istnieja state
0 < cq, c, takie, ze istnieje 0 < n,
takie, zedlany <n

(czyli prawie dla wszystkich
wartosci n)

0<c¢-g(n)=<fn)=<c-g.

g
Zrodto: / f(n) = B(g(n))
[CLRS, Wprowadzenie do
algorytmow]




A
Politechnika Wroctawska

Notacja asymptotyczna

Notacja 0
Funkcja f(n) jest asympto-
tycznie ograniczona od dotu
przez g(n), Co zapisujemy
f(n) = 02(gn)), jesli istnieje
stata 0 < ¢ taka, ze istnieje
0 < n, takie, ze n, < n

(czyli prawie dla wszystkich
wartosci n)

J(n)

cg(n)

0<c-gn) < fn)
Zrodto: /

[CLRS, Wprowadzenie do alg.]

1 _
f(n)=L2(g(n))
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Koszt zamortyzowany

Operacja 1
Operacja 2

Operacja n
Coperacjai - KOSzt operacji i-tej,

C= maxie{l,_n}{COperacja 13000y COperacja i3eee) COperacja n)

n - C moze byc zbyt pesymistycznym oszacowaniem
kosztu wykonania n operacji
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Koszt zamortyzowany

Cel:

Znalezienie jak najmniejszego pesymistycznego kosztu
wykonania algorytmu.

Sposob osiagniecia:
Wyznaczenie kosztu zamortyzowanego algorytmu -
co nie wymaga wyznaczania wielkosci probabilistycznych.
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Koszt zamortyzowany

Metody analizy kosztu zamortyzowanego:
o Kosztu sumarycznego,

o Ksiegowania,

e Potencjatu.
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Koszt zamortyzowany

(Metoda kosztu sumarycznego)

T(n) - pesymistyczny czas wykonania ciggu n operacji,

@ - koszt zamortyzowany (sredni) jednej operacji, nawet
jesli operacje sq rozne,
Cel:

Wyznaczenie jak najmniejszego kosztu zamortyzowanego.
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Koszt zamortyzowany

(Metoda kosztu sumarycznego)

Przyktad - operacje na stosie

PUSH(S,x) - wktada element x na stos S,
POP(S) - zdejmuje element ze stosu S.

Czas wykonania operacji PUSH, POP jest 0(1);
przyjmujemy, ze ich koszt jest rowny 1.

MULTIPOP(S, k) - usuwa kolejnych k elementow ze szczytu
stosu lub oproznia go, jesli elementow byto mniej niz k.
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Koszt zamortyzowany

(Metoda kosztu sumarycznego)

MULTIPOP(S, k) - usuwa kolejnych k elementow ze szczytu
stosu S lub oproznia go, jesli elementow byto mniej niz k.

Kod MULTIPOP(S, k)
while not STACK-EMPTY(S) and k + 0
do POP(S)
k—k—1

W ramach operacji MULTIPOP(S,k) operacja POP jest
wykonywana min(k, s), gdzie s - liczba elementow na
stosie S.
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Koszt zamortyzowany

(Metoda kosztu sumarycznego)

MULTIPOP(S,4) 22 MULTIPOP(S,8)
15
SQE— 19 —
20
7 7
11
3 131 Pusty stos S

W ramach operacji MULTIPOP(S,k) operacja POP jest
wykonywana min(k, s), gdzie s - liczba elementow na
stosie S.
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Koszt zamortyzowany

(Metoda kosztu sumarycznego)

Dowolna sekwencja n operacji sposrod PUSH, POP, MULTIPOP.
Zatozenie: Pusty stos przed wykonaniem n operacji.

Cel:

()

Wyznaczenie jak najmniejszego kosztu zamortyzowanego "

1. n operacji MULTIPOP; kazda o czasie wykonania 0 (n)

. 2
T(n)=n O(n)=0(n )= O(n)
n n n
2. Uwzgledniajac operacje POP w ramach MULTIPOP, n operacji
PUSH, POP, MULTIPOP stanowi n operacji PUSH, POP

T(n)=n-0(1)=0(n)=0 (1)

n n n




Politechnika Wroctawska
Koszt zamortyzowany

(Metoda ksiegowania)

W metodzie kosztu sumarycznego koszt zamortyzowany jest
srednim kosztem ciggu n operacji. W metodzie
ksiegowania, operacjom mogg by¢ przypisane rézne
koszty zamortyzowane.

c; - faktyczny koszt i —tej operacji,

¢; - zamortyzowany koszt i —tej operacji,

Jesli chcemy minimalizowac koszt ciggu n operacji, to
wymagamy:

Yisr G = Xitte



Politechnika Wroctawska
Koszt zamortyzowany

(Metoda ksiegowania)

W metodzie ksiegowania zawyzamy koszt wczesniej
wykonywanej operacji na elemencie struktury danych, aby
wystarczyt na pokrycie kosztu rowniez pozniejszej operacji
na tym elemencie.

Przyktad przypisania kosztow zamortyzowanych
Zatozenie: Pusty stos przed wykonaniem n operacji.
PUSH 14+ a gdziel <«

a - koszt poniesiony przy wykonywaniu operacji POP lub
jednego kroku operacji MULTIPOP,

POP 0
MULTIPOP O
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Politechnika Wroctawska

Koszt zamortyzowany

(Metoda ksiegowania)

MULTIPOP(S, k) - usuwa kolejnych k elementow ze szczytu
stosu S lub oproznia go, jesli elementow byto mniej niz k.

Kod MULTIPOP(S,k)
while not STACK-EMPTY(S) and k # 0
do POP(S)
ke<k—1

W ramach operacji MULTIPOP(S,k) operacja POP jest
wykonywana min(k,s), gdzie s - liczba elementow na
stosie S.



Politechnika Wroctawska
Koszt zamortyzowany

(Metoda ksiegowania)

Przyktad przypisania kosztow zamortyzowanych
Zatozenie: Pusty stos przed wykonaniem n operacji.
PUSH 14+ a gdziel <«

a - koszt poniesiony przy wykonywaniu operacji POP lub
jednego kroku operacji MULTIPOP,

POP 0
MULTIPOP O

Nie mozna wykonac wiecej operacji POP w ramach operacji
POP i MULTIPOP niz liczba wykonan operacji PUSH.

T(n) =n-(1+ a) = 0(n) - ograniczenie gorne catkowitego

kosztu zamortyzowanego n operacji POP, PUSH, MULTIPOP.



