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‘%g Politechnika Wroctawska

Algorytmy grafowe:

e podstawowe pojecia,

e reprezentacja grafow,

« metody przeszukiwania,

e minimalne drzewa rozpinajace,
« problemy sciezkowe.
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Politechnika Wroctawska

Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Graf nieskierowany jest parg uporzadkowana ¢ = (V,E),
gdzie V = {v{, v,, ..., v,,} jest zbiorem wierzchotkow (ang.
vertices),

E ={eq, e, .., e,} jest zbiorem krawedzi (ang. edges),

e; = {vy, vy} jest tukiem bedacym zbiorem dwuelementowym
wierzchotkow. e; V2

(%1 Uy
e; = {vy, 3}

U3 Nie ma petli {v;, v;}.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Droga (Sciezka) w grafie nieskierowanym jest ciggiem
kraWQdZi ({vl: 172}! {UZJ U3}, "y {vk—Z' vk—l}' {vk—l' vk})a ktéry
mozna wyrazic ciggiem wierzchotkow

(V1, Uy, V3, eer)y Vk—o, Vk—1, Vk)-

vl v4_

({v6' vS}' {U5, U4}, {U4, U3 }! {USJ () }! {UZJ vl})

(U6! Us, Uy, V3, V3, Vq )



A
Politechnika Wroctawska

Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Graf skierowany jest parg uporzadkowana ¢ = (V,A), gdzie
V ={vy,v,,..,v,} jest zbiorem wierzchotkow (ang. vertices),

A ={aq,a,, ..., a,} jest zbiorem tukow (ang. arcs),

a; = (v;,v) lub a; =< v;, v, > jest tukiem bedacym para
uporzadkowang wierzchotkow.

a; VY2
(%1 Uy

a; = (vy,vq)
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Droga (Sciezka) w grafie skierowanym jest ciggiem tukow
((vl' Vzl)» (Vz» v3)' ) (vk—Z! vllc—l)' (vk—l' vk))) ktory mMoZna
wyrazic ciggiem wierzchotkow (v4, vy, V3, ..., Vk_2, Vk—_1, Vk)-
[,
v1 U4_

U3 ((v6' U5) ’ (175, U4), (U4, U3 )' (v3' UZ))

Us
(v6! Us, Uy, V3, V) )
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Rozmiary grafu:
o Liczba wierzchotkow n,
o Liczba krawedzi (tukow) m.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Graf nieskierowany z wagami krawedzi jest trojka
uporzadkowang G = (V,E, W), gdzie:

R jest zbiorem liczb rzeczywistych,
W:E — R jest funkcja wagi krawedzi.

Graf nieskierowany z wagami wierzchotkow jest trojka
uporzadkowana G = (V,E,W), gdzie

W:V — R jest funkcja wagi wierzchotkow.

Graf skierowany z wagami tukow jest trojka uporzadkowang
G =V,A W), gdzie:

W:A — R jest funkcja wagi tuku.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Przyktad grafu nieskierowanego z wagami krawedzi i jego
macierz wag.

—

8§ 8§ § &0 38

8§ 8§ 2~ 8 M
WUIl 8 = W
§ NE NH~8 H
—_ 8§ NUY 8
S P8 w8 8 o

CCUTAN WN -

Niekiedy na przekatnej wpisywane sg inne
wartosci wyroznione.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Waga (dtugoscig) drogi w grafie nieskierowanym jest suma
wag krawedzi tej drogi.

Waga (dtugoscia) drogi w grafie skierowanym jest suma
wag tukow tej drogi.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Waga drogi miedzy wierzchotkami v; a v rowna 21
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Waga drogi miedzy wierzchotkami v; a v, rowna 6
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Graf nieskierowany jest spéjnym, jesli istnieje droga
miedzy kazda para jego wierzchotkow.

Graf skierowany jest spojnym, jesli jego wersja
nieskierowana jest grafem spojnym.

Drzewo nieskierowane jest grafem nieskierowanym
spojnym i acyklicznym.

|E| = V|- 1.

Dotaczenie krawedzi do drzewa nieskierowanego tworzy

cykl. Usuniecie krawedzi z drzewa nieskierowanego
powoduje jego niespojnosc.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Podgrafem grafu nieskierowanego G = (V,E) jest taki
graf,zeV'cVi E'cCE.

Drzewo rozpinajace nieskierowanego grafu spéjnego G =
(V,E) jest podgrafem S = (V>, E®) spojnym bedacym
drzewem takim, ze V° =V.

Minimalne drzewo rozpinajace grafu nieskierowanego z
wagami jest drzewem rozpinajacym o minimalnej sumie
wag.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Przyktad drzewa rozpinajacego nieskierowanego grafu
spojnego

Waga drzewa rozpinajgcego 20
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Przyktad drzewa rozpinajacego nieskierowanego grafu
spojnego

Waga drzewa rozpinajgcego 11
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Kategorie grafow nieskierowanych wyroznionych ze wzgledu na liczbe
krawedzi wzgledem liczby wierzchotkow grafu petnego:

« Rzadki, gdy |E| < |V|?,
« Gesty, gdy |E| bliskie |V|2.

Reprezentacja grafow:
Rzadkich - raczej za pomoca list,
Gestych - raczej macierzowa.

Reprezentacja macierzowa daje szybszy dostep. Oszczednosc

pamieci mozna uzyskac przez pamietanie osmiu sktadowych macierzy w
jednym bajcie.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Rozmiary grafu:
o Liczba wierzchotkow n,
o Liczba krawedzi (tukow) m.
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Graf nieskierowany i jego macierz sgsiedztwa.

1 2 3 4 5 6
V2 1 0 1 1 0 0 O
V1 Vs 2 1 011 0 0
3 1 1 0 1 1 1
4 011 0 1 0
V3 5 0 01 1 0 1
Ve 6 0 01 0 1 O
. Niekiedy na przekatnej wpisywane
6

sg inne wartosci wyroznione.

Zajetos¢ pamieci 0(n?)
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Graf nieskierowany i jego listy sasiedztwa

V43T 2]~
vy v, y 2 [ 1] ]3] 4]~
34|12~ W
/Q
, 5 -—H|6/
’ ., 4 T J43]-]H2]- 5]~
5
) > | 4]} 43] 6]/
° 6 [ {5]-] 3]~

Zajetosc pamieci O(n + m)
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Graf nieskierowany i jego macierz incydencji.

12 3 4 56 7 89
1 10 1.1 0 0 0 0 0 O
2 |1 101 0 0 0 0 0
3 (1t 0101 0110
4 10 001 11000
5 1o 0000 110 1
6 o o o000 0 1 1
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Graf skierowany i jego macierz sgsiedztwa

COoOOR RO
CORROO N
OCoORrRrROoOoOO W
cocoocoococo B
O = == O O Ul
SR O OO o

<
w
CSCUITRNANWN -
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Graf skierowany i jego macierz incydencji

V1 q, V2 a; Vs

1 2 3 4 5 6 7 8 9

170 -1 -1 0 0 0 O 0 O-

Ve 211 1 0o -1 o 0 o0 0 o
3|1-1 0 1 0 1 0 1 1 o0

4lo0 o o 1 -1 1 0 0 0

5o o o 0 0 -1 -1 0 1

6lo 0o 0o o o 0 0 -1 -1
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Algorytmy grafowe: reprezentacja grafow

Przyktad grafu nieskierowanego z wagami krawedzi i jego
macierz wag.

—

8§ 8§ § &0 38

8§ 8§ 2~ 8 M
WUIl 8 = W
§ NE NH~8 H
—_ 8§ NUY 8
S P8 w8 8 o

CCUTAN WN -

Niekiedy na przekatnej wpisywane sg inne
wartosci wyroznione.
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Algorytmy grafowe: podstawowe pojecia

Przyktad grafu nieskierowa- W ({v;, v;})

nego z wagami krawedzi i 1 2
jego lista krawedzi w
postaci tablicy.

U W AN W W NN -~
o O UT U1 AN N W W N
—_ W N Ul NN DN = N

Zajetosc pamieci 0(m)
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Algorytmy grafowe: metody przeszukiwania

Metody przeszukiwania:
e Wszerz (ang. Breadth-First Search),
e W gtab (ang. Depth-First Search).
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Algorytmy grafowe: metody przeszukiwania

Kolejnosc odwiedzania wierzchotkow w BFS dziatajacej

na drzewie
17 16 15 14
13 12 11 10 9 8
7/ 6 5 4
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Algorytmy grafowe: metody przeszukiwania

Przeszukiwanie wszerz

Kolory ( ang. color) wierzchotkow:
« Biaty (nieodwiedzony),

e Szary (odwiedzony, nie wszyscy sasiedzi tegoz odwiedzeni),
e Czarny (odwiedzeni: ten i jego sasiedzi).

Metoda wykonywana z:
e jednego zrodta,
« wielu zrodet.



BES(G, s)
for kazdy wierzcholek u € V[G] — {s}

1

CO ~J O i B Wi

\O

L)
12
13
14
15
16
17
18

do color[u] < BI
dlu] < oo
mt|u] < NIL
color[s] < SZARY
dls] < 0
w[s] < NIL
Q <0
ENQUEUE(Q, s)
while Q # ¢
do u < DEQUEU
for kazdego v

ALY

d|u] — zmienna przechowujgca odlegtos¢
od zrédta s do wierzchotka u — najkrotsza
odlegtos¢ dang liczba krawedzi, d[s] = 0,
m[u] — zmienna wskazujaca wierzchotek,
z ktorego wierzchotek u zostat
odwiedzony, u=NIL, jesliu = s lub u nie
zostat jeszcze odwiedzony.

E(Q)

e Adj[u]

do if color[v] = BIALY

then color[v] < SZARY O(lV] + |E])
dlv] < d[u] + 1
wlv] < u
ENQUEUE(Q, v) [CLRS, Wprowadzenie

color[u] < CZARNY do algorytmow]
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Algorytmy grafowe: metody przeszukiwania

Kolejnosc odwiedzania wierzchotkow w DFS dziatajacej
na drzewie 17 16 15 14

13 12241 MV 8




Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: metody

przeszukiwania

Przeszukiwanie w gtab

Kolory ( ang. color) wierzchotkow:
« Biaty (nieodwiedzony),

e Szary (odwiedzony, nie wszyscy sasiedzi tegoz
odwiedzeni),

e Czarny (odwiedzeni: ten i jego sasiedzi).

Metoda wykonywana z:
e jednego zrodta,
e wielu zrédet.



DFS(G)

1 for kazdy wierzchotek u € V[G]
2 do color[u] <— BIALY

3 w[u] < NIL

4 for kazdy wierzcholek u € V[G]
5 do if color[u] = BIALY

6 then DFS-VISIT(u)

DFS-VISIT(#)

1  color|u] < SZARY > Bialy wierzchotek u zostal wlasnie odwiedzony.
2 for kazdy v € Adj[u] > Zbadaj krawedZ (u, v).

3 do if color[v] = BIALY

4 then 7 [v] < u

5 DFEFS-VISIT(v)

6 color[u] <~ CZARNY > Pokoloruj u na czarno; zostal przetworzony.

O(|V| + |E]) [CLRS, Wprowadzenie
do algorytmoéw]



Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Drzewo rozpinajace nieskierowanego grafu spojnego G =
(V,E) jest podgrafem S = (V>, E®) spojnym bedacym
drzewem takim, ze V° =V.

Minimalne drzewo rozpinajace grafu nieskierowanego z
wagami krawedzi jest drzewem rozpinajacym o minimalnej
sumie wag krawedzi.
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Kruskala: z posortowanej niemalejaco wg

wag listy krawedzi - dotaczane sa kolejne, jesli nie tworzg
cyklu (algorytm zachtanny).

Lista uporzadkowana: {v,,vs} {vs,ve} {ve,vs} {v1,v,} {v1,03}
{v2,V4} {Ve,v3} {Vs,V3} {4,735}

v
Uy 2 2 4 Uy Vi 2 v, 4 Uy




Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Kruskala: z posortowanej niemalejaco wg

wag listy krawedzi - dotaczane sa kolejne, jesli nie tworzg
cyklu (algorytm zachtanny).

Lista uporzadkowana: {v,,vs} {vs,ve} {ve,vs} {v1,v,} {v1,03}
{v2,V4} {Ve,v3} {Vs,V3} {4,735}

(2 V2 4 vy, vy V2 4 vy,
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Kruskala: z posortowanej niemalejaco wg
wag listy krawedzi - dotaczane sa kolejne, jesli nie tworzg
cyklu (algorytm zachtanny).

Lista uporzadkowana: {v,,vs} {vs,ve} {ve,vs} {v1,v,} {v1,03}
{v2,V4} {Ve,v3} {Vs,V3} {4,735}




Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Kruskala:

1.

Wszystkie wierzchotki zostaja parami roznie
pokolorowane tworzac jednowierzchotkowe drzewa,

. L posortowanej niemalejaco wg wag listy krawedzi -

dotaczane sa kolejne, jesli nie tworza cyklu (algorytm
zachtanny),

. Dla dwu drzew taczonych w jedno ujednolicane zostaja

kolory.



Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Kruskala: z posortowanej niemalejgco wg
wag listy krawedzi - dotaczane sa kolejne, jesli nie tworza
cyklu (algorytm zachtanny).

Przy probie dotaczenia krawedzi (u, v) wystepuja
nastepujace przypadki:

1. Wierzchotki u, v nie zostaty wybrane (nie dotagczono
krawedzi incydentnych z nimi), sa roznie pokolorowane,

2. Doktadnie jeden z wierzchotkow, przyjmijmy u, zostat
dotychczas wybrany, sg roznie pokolorowane,

3. Oba wybrane ale roznie pokolorowane,
4. Oba wybrane ale jednolicie pokolorowane.
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace
Zat: Na poczatku wierzchotki o parami roznych kolorach.

1. Wierzchotki u, v nie zostaty dotad wybrane (nie dotagczono
krawedzi mcydentnych Z nimi)

SR

Dotaczenie nowej krawedzi nie powoduje cyklu, a ujednoli-
cenie kolorow wierzchotkow u, v daje nowe poddrzewo
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

2. Doktadnie jeden z wierzchotkow, przyjmijmy u, zostat
dotychczas wybrany

SR

Dotaczenie nowej krawedzi nie powoduje cyklu, a ujednoli-
cenie kolorow daje wieksze poddrzewo
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace
3. Oba wybrane ale roznie pokolorowane

u v u v

\ \

Dotaczenie nowej krawedzi nie powoduje cyklu, a ujednoli-
cenie kolorow daje wieksze poddrzewo
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

4. Oba wybrane ale jednolicie pokolorowane

AR

Dotaczenie nowej krawedzi spowodowatoby cykl



Politechnika Wroctawska
Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace
Algorytm Kruskala

A<0Q
for kazdy wierzchotek v;elV
do C(v;) « i
posortuj krawedzie z E niemalejaco wg wag W (e;)
for kazda krawedz (v, v,,) € E w kolejnosci niemalejacych wag
do if C(v;) # C(vy)
then A <« AU {(v;, vy)}

Ujednolicenie kolorow wierzchotkow
poddrzewa zawierajacego v;, v, <« O(|V])

return A O(|E|loglE| + |V| - |E]|
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Prima:

Po wybraniu dowolnego wierzchotka, kolejno dotgczany jest
najblizszy sasiad czyli wierzchotek potagczony krawedzig o
najmniejszej wadze z wczesniej dotagczonymi
wierzchotkami.

V2 4 9y, 1 g V2 4
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Prima:

Po wybraniu dowolnego wierzchotka, kolejno dotgczany jest
najblizszy sasiad czyli wierzchotek potagczony krawedzig o
najmniejszej wadze z wczesniej dotagczonymi
wierzchotkami.

%] 2 Uy 4 Uy U1 2 V2 4 Uy V1 Uz 4 Uy

2
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Algorytmy grafowe: minimalne drzewa

rozpinajace

Idea algorytmu Prima:

Po wybraniu dowolnego wierzchotka, kolejno dotgczany jest
najblizszy sasiad czyli wierzchotek potagczony krawedzig o
najmniejszej wadze z wczesniej dotagczonymi
wierzchotkami.

v 2 JV2 4 v, %1 Va2 4 v,
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Algorytmy grafowe: problemy Sciezkowe

Cykle o ujemnej wadze (dtugosci)

Ui

Cykl o ujemnej
wadze

Dtugosc najkrotszej
sciezki z s do v,
dazy do —oo.



A
Politechnika Wroctawska

Algorytmy grafowe: problemy Sciezkowe

Wyznaczanie najkrotszych sciezek z jednego zrodta do wszystkich
wierzchotkow dla grafow skierowanych:

Wagi tukow moga by¢ ujemne
Algorytm Bellmana-Forda O(|V]|: |E|)

Wagi tukow sg nieujemne
Algorytm Dijkstry O((|V|+|EDlog|V])
(Kolejka priorytetowa jako kopiec binarny typu min)

Acykliczny graf skierowany, Wagi tukow moga byc ujemne
Algorytm oparty na sortowaniu topologicznym O(|V| + |E|)



DIIKSTRA(G, s)
for kazdy wierzcholek v € V]G]

d|u] —zmienna przechowujaca gérne ograniczenie
do d[v] <= o0 odlegtosci od zrodta s do wierzchotka u, d[s] = 0,
7t [v] <= NIL | m[u] — zmienna wskazujaca wierzchotek, z ktérego

d[S] P 'Wlerzc.ho’fe!< u zostat odwiedzony przy wyznaczaniu tego
ograniczenia,

S <0 Q — kolejka priorytetowa z kryterium min d[u],

O <« VIG] [(u) — pozycja u w tablicowej implementacji kopca,

while O # ¢ u = (name(w), dful, w(w), i(w)),

S —rozwigzanie

0 O < O\{wierzchotek 1 o minimalnej wartosei dful};
S «— SU{u} = o, U

for kazdy wierzchotek v € Adj[u]  l0glVI
o if d[v] > d[u] + w(u, v)

W(u )
Operacje na kolejce then d[v] < d[u] + w(u, v)
priorytetowej (jako wlv] < u
kopiec binarny typu ~ umies¢ wierzchotek v w Q wg dfv ]

min) /0((IV| + [E]) log|V])



@ Elementy zbioru S z oszacowaniem odlegtosci od wierzch. s

—> tuki badane w aktualnym kroku



















