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Problemy ,tatwe” i ,,trudne”

Problemy ,tatwe” to problemy rozwigzywalne w
czasie wielomianowym.

Problemy ,,trudne” to takie, ktorych prawie na
pewno nie mozna tak rozwigzac.
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W teorii ztozonosci obliczeniowej fundamentalnym
pojeciem jest problem decyzyjny.

Problem decyzyjny
Dane:

Pytanie:

Pytanie, na ktore odpowiedz brzmi ,,tak” lub
,,nie”.
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Problem decyzyjny m sktada sie ze zbioru
parametrow, ktore nie muszg miec¢ nadanych
wartosci oraz pytania, na ktore odpowiedz brzmi
,tak” lub ,,nie”.

Po ustaleniu wartosci wszystkich parametrow
problemu m otrzymujemy instancje (konkretny
problem), ktorg oznaczamy symbolem 1.

Zbior instancji problemu m oznaczac bedziemy
symbolem D,,.



A
Politechnika Wroctawska

Problem optymalizacyjny

Dane wejsciowe:

X - dziedzina funkcji,

R - zbior liczb rzeczywistych,

f:X = R - funkcja celu.

Zadanie:

ZnalezC¢ x*eX takie, ze f(x*) = min .y f(x)
lub f(x*) = max ,ex f(x)
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Problem decyzyjny zwiagzany z problemem

optymalizacyjnym
Problem optymalizacyjny
Dane:
Zadanie:

Znalez¢ x* € X takie, ze f(x*) = min,exf(x) ( f(x*) = max,exf(x) )

Problem decyzyjny zwiqzany z problemem optymalizacyjnym
Dane:

j.W., TER

Pytanie:

Czy istnieje x*™ € X takie, ze f(x™)<r (f(x™)=r) ?
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Ztozonosc¢ problemu decyzyjnego
a ztozonos¢ problemu optymalizacyjnego

Z rozwigzania problemu optymalizacyjnego mozna wyznaczyc rozwigzanie
problemu decyzyjnego.

Problem optymalizacyjny
Dane:
Zadanie: Znalez¢ x* € X takie, ze f(x*) = min,exf(x)

Problem decyzyjny zwiqzany z problemem optymalizacyjnym
Dane: j.w., r€R

Pytanie: Czy istnieje x™ € X takie, ze f(x™) <r

Rozwigzaniem problemu decyzyjnego jest ,tak” < f(x*) <r
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W praktyce wazna jest optymalizacja.

Teoria ztozonosci obliczeniowej jest zbudowana na
pojeciu problemu decyzyjnego.

Twierdzenie

Z kazdym problemem optymalizacyjnym mozna
zwigzac odpowiadajacy mu problem decyzyjny.
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Ztozonosc¢ problemu decyzyjnego
a ztozonosS¢ problemu optymalizacyjnego

Jesli problem optymalizacyjny jest ,tatwy”, to problem decyzyjny tez
jest ,tatwy” .

Jesli problem decyzyjny jest ,,trudny” (NP-zupetny),
to odpowiadajacy mu problem optymalizacyjny jest ,,trudny”.

Zatem:

W celu wykazania ,,tatwosci” problemu decyzyjnego wystarczy wykazac
tatwos¢ odpowiadajacego mu problemu optymalizacyjnego.

Dla wykazania ,,trudnosci” problemu optymalizacyjnego wystarczy
wykazac trudnosc¢ zwigzanego z nim problemu decyzyjnego.
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Intuicyjne pojmowanie klas P i NP

Klasa P zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono wielomianowe czasowo algorytmy ich
rozwigzania.

Klasa NP zawiera te wszystkie problemy decyzyjne, dla
ktorych znaleziono niedeterministyczne algorytmy
wielomianowe ich rozwigzania (w wielomianowym czasie
mozna odgadnac rozwigzanie i sprawdzic czy to
rozwigzanie daje odpowiedz "tak”).
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Problem decyzyjny m, jest nazywany NP-zupetnym, jesli:
1. m,eNP,
2. Dla kazdego innego problemu decyzyjnego m,eNP jest

Zatem, jesli istniatby algorytm wielomianowy do rozwigzywania
jakiegokolwiek problemu NP-zupetnego, to kazdy problem z klasy
NP (w tym rowniez problemy NP-zupetne) mogtby byc rozwigzany za
pomocy algorytmu wielomianowego.

Z bezskutecznosci poszukiwan algorytmu wielomianowego dla
ktoregokolwiek problemu NP-zupetnego wynika, ze prawie na
pewno wszystkie problemy NP-zupetne mozna rozwigzac tylko
przy uzyciu algorytméw ponadwielomianowych.
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Decyzyjny problem szeregowania zadan niezaleznych na
dwu maszynach (procesorach)

Dane:

e T={tq,..,t;..,t} - zbior czasow wykonania k zadan
niezaleznych (bez ograniczen kolejnosci wykonywania)
gdzie t; € N,,

e« BEN,,

° Zi‘c=1 t; = 2B.

Pytanie:

Czy mozna te zadania tak roztozyc na dwie maszyny, ze

sumaryczny czas wykonania bedzie rowny B ?
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Optymalizacyjny problem szeregowania zadan
niezaleznych na dwu maszynach (procesorach)

Dane:

e T =1{ty,..,t;..,t;} - zbior czasow wykonania k zadan
niezaleznych (bez ograniczen kolejnosci wykonywania)
gdzie t; € N,,

e BEN,,

° Zi‘c=1 t; = 2B.

Zadanie:

WyznaczyC minimalny czas wykonania.
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Problem podziatu zbioru

Dane:

e X ={xq,..,%;, ..., %} - Zzbior k elementow x; € N,
gdzie N, = {1,2,...},

e BEN,,

o« Yitixi = 2B.

Pytanie:

Czy istnieje podzbior X, c X taki, ze
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Z Problemem podziatu zbioru mozna skojarzyc nastepujacy problem

optymalizacyjny

Dane:

o X ={x4,..,x;, ..., x} - ZbiOr k elementow x; € N,, gdzie N, = {1,2, ...},
e BEN,,

« YK x;=2B.

Pytanie:

WyznaczycC podzbior X; c X taki, ze
minxlezx | (inEXl x;) — B|

gdzie 2% jest zbiorem potegowym (zbiorem wszystkich podzbiorow)
zbioru X.
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Przyktady problemow decyzyjnych

e Czy liczba naturalna n jest liczba
pierwszga!?

e Problem podziatu zbioru
e Problem spetnialnosci wyrazen logicznych
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Problem podziatu zbioru jest przyktadem problemu
decyzyjnego

Dane:

o X ={xq,..,%; ..., %} - Zbior k elementow x; € N, gdzie
N, ={12,..},

e BEN,,

« Yili1x =2B.

Pytanie:

Czy istnieje podzbior X; c X taki, ze
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Problem spetnialnosci wyrazen logicznych
(ang. Satisfability problem)

Dane:

Funkcja boolowska n zmiennych logicznych
f(xq, x5, ., xy): {0,1}*— {0,1}

Pytanie:

Czy istnieje przypisanie wartosci 0i 1 (,,false” i

ytrue”) do zmiennych x4, x,,...,x, takie, ze

f(xl,xZ, ...,xn) =1 7
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Przyktady problemow optymalizacyjnych

Problem programowania liniowego
Problem plecakowy
Problem komiwojazera
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Problem programowania liniowego

Dane:
Wektory cixn, bmxi1, Xnx1, Macierz A, xn
o sktadowych rzeczywistych
Funkcja celu f(x) =c-x
Ograniczenia A-x <b
Zadanie:
Wyznaczyc x* € X takie, ze f(x*) = max,cxf(x)
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Przyktad problemu programowania liniowego

Wektory cixn, bmxi, Xnx1, Macierz A, «n
o sktadowych rzeczywistych
Funkcjacelu f(x) =c-x
¢; - zysk z wyprodukowania jednej jednostki j-tego
produktu,
x; - liczba jednostek j-tego produktu,
¢; - x; - zysk z wyprodukowania x; jednostek j-tego
produktu,
c - x - zysk catkowity,
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Przyktad problemu programowania liniowego
Wektory cixn, bmx1, Xnx1, Macierz A, «n
o sktadowych rzeczywistych

Ograniczenia A-x<b
b; - liczba jednostek i-tego materiatu do produkcii,

a;; - liczba jednostek i-tego materiatu potrzebna do
wyprodukowania jednostki j-tego produktu

a;; - xj - liczba jednostek i-tego materiatu potrzebna do
wyprodukowania x; jednostek j-tego produktu,

a;. - x - liczba jednostek i-tego materiatu potrzebna do
wyprodukowania wolumenu x poszczegolnych produktow,

a;. - x < b; - ograniczenie zuzycia i-tego materiatu
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Problem programowania liniowego

Dane:
Wektory cixn, bmxi1, Xnx1, Macierz A, xn
o sktadowych rzeczywistych
Funkcja celu f(x) =c-x
Ograniczenia A-x <b
Zadanie:
Wyznaczyc x* € X takie, ze f(x*) = max,cxf(x)
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Algorytmy rozwiqzujqce problem programowania
liniowego

e Algorytm simplex (niewielomianowy)
e Algorytm Khachiana (wielomianowy) 1979
o Algorytm Karmarkara (wielomianowy) 1984

W praktyce, czesto dla tych samych danych, Algorytm
Khachiana wykonywany jest dtuzej niz algorytm simplex.
W praktyce, czesto algorytmy inspirowane algorytmem
Karmarkara maja podobna ztozonosc jak algorytm simplex.
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Dyskretny problem plecakowy -wersja decyzyjna

Dane:

Skonczony zbior elementow A4 = {ay, a,, ...,a,}.

Rozmiar s(a;) >0 i wartosc w(a;) >0 elementu aq;.
Pojemnosc plecaka b >0 i stata y > 0.

Zadanie:

Czy istnieje podzbior A’ c A taki, ze:

Z s(a;)) < b
a;eAr

ZaiEAr w(a) =y ?
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Dyskretny problem plecakowy - wersja optymalizacyjna

Dane:

Skonczony zbior elementow 4 = {a4, a,, ..., a,}.

Rozmiar s(a;) >0 i wartos¢c w(a;) >0 elementu aq; .
Pojemnosc plecaka b > 0.

Zadanie:

Czy istnieje podzbior A’ c A taki, ze:

2 s(a;)) < b
a;eArs
mavaen S wia

a;eArs
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Problem komiwojazera

Dane:
Zbior miast € = {cy, c3,..., ¢}, Odlegtosci d;;eN, z miasta c;
do ¢; i ograniczenie beN.
(Nie ma wymogu d;; = dj;)
Pytanie:
Znalezc kolejnosc odwiedzania wszystkich miast (permutacje)
< Cif1]s Cif2]»+-+» Cim] >» 8dzie ¢;p;1 jest miastem odwiedzanym jako
j-te, taka, ze:
X751 difjija) + dipmpip) < b?
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Notacja o

Funkcja f(n) jest o(g(n)), jesli

Uporzadkowanie przyktadowych ciggow
1,logn, ...,\n,n,nlogn,nyn,n?n3, ..., 2% nl,n"
L, P - ciag, ciag na prawo od niego
L =o0(P)
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Funkcjqg czasowej ztozonosci obliczeniowej
(ztozonosciq obliczeniowq) algorytmu A
rozwigzujacego problem m jest funkcja
przyporzadkowujaca kazdej wartosci rozmiaru
N (I) instancji IeD,; maksymalng liczbe
elementarnych krokow (lub jednostek czasu)
komputera potrzebna do rozwigzania instancji o
tym rozmiarze za pomocg algorytmu A4 .
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CZaSOWa

Algorytmem wielomianowym nazywamy algorytm,
ktorego'ztozonosc obliczeniowa jest 0(p(k)),
gdzie p jest pewnym wielomianem, k - rozmiarem
rozwigzywanej instancji.

Kazdy algorytm, ktorego ztozonosc nie moze byc
tak ograniczona - nazywany jest
ponadwielomianowym.
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W praktyce korzystnie jest wyznaczyc rozmiar

problemu za pomoca jednego, dwu, rzadko kiedy
wiekszej liczby parametrow okreslajacych liczbe
elementow zbioru istotnego dla danego problemu.
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Ztozonosc czasowa a ztozonosc pamieciowa
algorytmow.

Czesty konflikt miedzy kierunkami minimalizacji
obu powyzszych ztozonosci.
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Modele obliczen:

e Maszyna Turinga,

e Maszyna RAM,

e Programy komputerowe.

Porownanie modeli obliczen.
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Pojecia teorii ztozonosci obliczeniowej sg
formutowane za pomocg maszyn Turinga:

e deterministycznej,
e niedeterministycznej,

ktore sa modelami formalnymi obliczen.
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Alan Turing (1912-1954)

Brytyjski matematyk, filozof i kryptolog.

Tworca modelu formalnego komputera zwanego maszyna Turinga.
,0jciec informatyki”

Tworca testu sprawdzajacego czy maszyna jest inteligentna.

Test Turinga

Arbiter rozmawia w jezyku naturalnym z bytem, o ktorym nie wie czy jest
cztowiekiem czy maszyng. Jesli o bycie, ktory jest maszyna nie potrafi
powiedziec czy jest cztowiekiem czy maszyna, to maszyna przeszta test.
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Deterministyczna jednotaSsmowa maszyna

Turinga (DMT)

Sterowanie

Gtowica
odczytujgco-zapisujgca

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Tasma nieskonczonej dtugosci
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Program dla DMT sktada sie z:

Skonczonego zbioru symboli tasmy ), zawierajacego
separator (symbol pusty) i,

Skonczonego zbioru stanow Q = {q,, ..., ¢} Zawierajacego
stan poczatkowy q,, dwa wyroznione stany koncowe gy
(odpowiedz ,,tak”) i gy (odpowiedz ,nie”),

Funkcji przejs¢ 6: (Q\{qy,qpn}) XY - Q0 xXx{-1,0,+1}.
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Dane programu na DMT

Pierwsze stowo x (skonczony ciag symboli) ze zbioru
Y \{} zapisane po jednym symbolu w kolejnych komorkach
tasmy o numerach od 1 do |x|. Kolejne stowa sg oddzielone

separatorami ..

Sterowanie

Gtowica
odczytujgco-zapisujgca

110|101
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Tasma nieskonczonej dtugosci
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Wykonanie programu DMT

1. Maszyna znajduje sie w stanie poczatkowym gq,, natomiast gtowica
odczytuje symbol s z komorki o numerze 1.

2. Jesli DMT znajduje sie w stanie geQ\{qy, qy }, @ W komorce, nad
ktora jest gtowica jest symbol se Y, to maszyna wykonuje czynnosci
okreslone funkcja przejscia §(q,s) = (q',s’, A):

1. Gtowica w miejsce symbolu s wpisuje s’,

2. Gtowica przesuwa sie o jedng komorke: w lewo jesli A= —1, w prawo
jesli A= +1, nie przesuwa sie jesli A= 0,

3. Stan DTM zmienia sie na q’.

3. Wykonywanie trwa do czasu gdy DTM znajdzie sie w stanie
koncowym.
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DTM rozwiqzuje problem decyzyjny i przy
kodowaniu e, jesli zatrzymuje sie dla wszystkich
ciggow danych wejsciowych i konczy obliczenia w
stanie gy dla wszystkich danych wejsciowych x(I)
instancji I takich, ze IeY, i tylko dla nich.

Y, - zbior wszystkich instancji problemu
decyzyjnego m, dla ktorych odpowiedzig jest
,wtak”.
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<s,s',+1>

<1,1+1> <1,1,+1> @
<, —1>

<0,0,+1> <0.0.+1> @
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<s,s',+1>
<1,1,+1>

<ii,u4,—1>
<0,0,+1> <00 -1> @
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<s,s',+1>
<1,1,+1> <11 +1>
o qy
<ui,uy,—1> /

<0.0,+1> <0,0,+1 @
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Deterministyczna k-tasmowa DMT

Sterowanie

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4
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Program dla k- tasmowej DMT sktada sie ze:

Skonczonego zbioru symboli Y zawierajacego separator
(symbol pusty) L zapisywanych/odczytywanych na/z k tasm,

Skonczonego zbioru stanow Q = {q,, ..., ¢.,} Zawierajacego
stan poczatkowy q,, dwa wyroznione stany koncowe gy
(odpowiedz ,,tak”) i gy (odpowiedz ,nie”),

Funkcji przejsé &: (Q\{gy, qn})X =¥ - Q x T* x {—1,0,1}*.
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Deterministyczna trojtasmowa DMT

Tasma 3

Tasma 2

Sterowanie

Tasma 1

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4




A
Politechnika Wroctawska

Cel:

Dodawanie dwu liczb dwojkowych tej samej dtugosci, znajdujacych sie
na Tasmach 1 i 2, ktorych najstarsze pozycje znajduja sie w komorkach o
numerze 1.

Wynik tworzony jest na Tasmie 3. Cyfra najmtodszej pozycji powinna byc
umieszczona tak jak cyfry najmtodszych pozycji danych wejsciowych.
Gtowica tej tasmy powinna wskazywac najstarsza cyfre wyniku.

Plan:

Wymagania:

Zewnetrzne objawy zachowania trojtasmowej DMT.
Specyfikacja:

Diagram przejsc maszyny.
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Start: Maszyna znajduje sie w stanie poczatkowym g,, hatomiast
gtowice odczytuja symbole z trzech tasm z komorek o numerze 1.

Tasma 3
, Sterowanie
Tasma 2
11110
Tasma 1
110111(1

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4
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Gtowice trzech tasm przesuwaja sie w prawo do osiggniecia
komorek ze znakami pustymi znajdujacych sie na prawo od liczb.

Tasma 3
, Sterowanie
Tasma 2
11110
Tasma 1
110111(1

-4 -3 -2 -1 01 2 3 4
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Gtowice trzech tasm przesuwaja sie w lewo do osiggniecia
komorek ze znakami pustymi znajdujacych sie na lewo od liczb na
Tasmach 1 i 2. Kolejne cyfry sumy zapisywane sg na Tasmie 3.

Tasma 3
1] 1(0(0 |1
, Sterowanie
Tasma 2
111110
Tasma 1
110]11(1

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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b; - cyfra dwojkowa i—tej tasmy.
W tym przyktadzie, trzy gtowice poruszajg sie synchronicznie. Stad, dla
uproszczenia, zamiast np. +1+1+1 piszemy +1.

< giaeg,eaea]1,0>

<00.,,001,-1>

<ugog,auae, +1>
<b1b2l_l,b1bzl_l,+1>

<Uigod,iaoaes, —1>

do

<00.,,000,-1> <01.,,010,-1>
<01.,011,-1> <10.,,100,-1>
<10,,101,-1> <11.,,111,-1>
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Model RAM (ang. random access machine)

e Jeden procesor,

e Operacje elementarne (zapisania, dodawania, odejmowania,
porownania dwu liczb, itp.) wymagaja jednego kroku czasowego,

« Tasma wejsciowa z gtowicag odczytujaca,

« Tasma wyjsciowa z gtowicg zapisujaca,

« Pamiec danych jest zbiorem rejestrow z wyroznionym rejestrem -
akumulatorem, w ktorym wykonywane sg obliczenia,

e Dostep do pamieci wymaga jednego kroku,

o Mozliwos¢ adresowania posredniego,

 Program, ktory nie jest przechowywany w pamigci jest sekwencja
rozkazow (nie podlega automodyfikacji),

e Licznik rozkazow.
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Model RAM c.d.

« Kazda komorka tasm: wejsciowej i wyjsciowej oraz
kazdy rejestr moze zawierac dowolng liczbe catkowita.

« Po odczycie z komorki tasmy wejsciowej (zapisie w
komorce tasmy wyjsciowej), gtowica tasmy jest
przesuwana o jedng pozycje w prawo. Tresci wpisanej na
tasmie wyjsciowej nie mozna zmienic.

o Rozkazy (zbior rozkazow nie jest precyzyjnie
zdefiniowany, ale nie moze zawierac instrukcji
niespotykanych w rzeczywistych komputerach):

- Arytmetyczne (+, -, X, /),
- Wejscia-wyjscia,
- Rozgatezienia przeptywu sterowania.
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Racjonalny” model komputera

,Racjonalny” model komputera to taki, dla
ktorego istnieje wielomian ograniczajacy od
gory zakres pracy wykonywanej w jednostce
czasu.

Model mogacy wykonywac dowolnie duzg liczbe
operacji rownolegle nie jest ,,racjonalnym”.
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Modele algorytmow

Program w jezyku wysokiego poziomu
ﬁ Kierunek wzrostu poziomu abstrakcji
Progﬁm w jezyku asemblera

Zblizony poziom abstrakcji

Program dla maszyny RAM

Program dla wielotasmowej maszyny Turinga

{

Program dla jednotasmowej maszyny Turinga
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Kryteria kosztéw operacji elementarnych
(zapisania, dodawania, odejmowania, porownania dwu liczb, itp.)

Logarytmiczne kryterium kosztow

Czas wykonania elementarnej operacji zalezy liniowo od dtugosci tancucha
danych kodujacych liczby, a zatem od logarytmow liczb.

Analiza teoretyczna z uzyciem DMT prowadzona jest przy tym kryterium.

Jednorodne kryterium kosztow
Czas wykonania elementarnej operacji jest jednostkowy.

Analiza praktyczna czesto oparta jest na tym kryterium.
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Twierdzenie

Modele procesu obliczen:
« Jednotasmowa maszyna Turinga,

o Wielotasmowa maszyna Turinga,
e Maszyna RAM

sq rownowazne w tym sensie, ze jesli dany problem jest
rozwigzywany przez jeden model w czasie ograniczonym od
gory przez wielomian zalezny od rozmiarow problemu, to przy
zatozeniu logarytmicznego kryterium kosztow jest on rowniez
rozwigzywany przez kazdy inny model w czasie ograniczonym
od gory przez wielomian zalezny od jego rozmiarow.
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Jesli czas dziatania programu (algorytmu) P na DMT
rozwiagzujgcego problem decyzyjny m jest ograniczony od
gory wielomianem zaleznym od dtugosci jezyka L (danych
wejsciowych), tzn. czas dziatania t < p(|L|) dla kazdego L
i pewnego wielomianu p, to algorytm P jest algorytmem
wielomianowym.

Jezeli algorytm nie jest algorytmem wielomianowym, to
jest nazywamy algorytmem ponadwielomianowym.



