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Niedeterministyczna jednotasmowa maszyna

Turinga (NDMT)

Modut .
: Sterowanie
zgadujacy
Gtowica Glowica
zapisujaca \ odczytujgco-zapisujaca
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Tasma nieskonczonej dtugosci
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Niedeterministyczna maszyna Turinga (NDMT)

Modut zgadujacy tylko zapisuje na tasmie odgadniete
rozwiazanie (np. podzbior zbioru elementow w problemie podziatu,
kolejnosc odwiedzania wszystkich miast w problemie komiwojazera,

podzbior elementow do upakowania w plecaku problemu
plecakowego).

Wykonanie programu sktada sie z wielu wykonan pary dziatan:
1. Zgadywania rozwigzania - generowania tancucha S symboli,

2. Sprawdzania jaka jest odpowiedz na pytanie problemu
decyzyjnego dla wygenerowanego rozwigzania.
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Niedeterministyczna jednotasmowa maszyna Turinga (NDMT)
sktada sie z DMT i modutu zgadujacego (generujacego).

Wykonanie programu NDMT dla tancucha
danych x(I) instancji I przebiega nastepujaco:

1. Modut zgadujacy zapisuje na tasmie tancuch S symboli ze
skonczonego zbioru symboli tasmy,

2. NDMT sprawdza, tak jak wykonywany jest program przez DMT,
czy wygenerowany tancuch S spetnia warunki pytania instancji I.

Dla jednej instancji I moze istniec wiele tancuchow S
reprezentujacych rozwigzania. ?
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NDMT dla Problemu podziatu zbioru

Modut .
: Sterowanie
zgadujacy
Gtlowica Glowica
zapisujgca \ odczytujgco-zapisujaca

Lar’1|cuch S Dape \+ejé ciov+e ........
4 -3 -2 -1 01 2 3 4
tancuch S - liczba binarna, ktorej

i-ta pozycja wskazuje czy i-ty

element zbioru X nalezy do Y1LIX2L1...Xk 1B
wygenerowanego rozwigzania X;

Dane wejsciowe
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NDMT dla Problemu podziatu zbioru

2k — 2 - liczba generowanych tancuchow reprezentujacych
zbior X,

Czy koszt sprawdzenia relacji

jest ograniczony od gory przez wielomian od k ?

Jaka bytaby ztozonosc¢ generowania tancuchow i sprawdzania,
gdyby program byt wyrazony w jezyku wysokiego poziomu.
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NDMT rozwiazuje problem decyzyjny o, jesli dla kazdej
instancji IeD, sa spetnione warunki:

« Jesli odpowiedz dla I brzmi ,,tak”, to zostanie
wygenerowany tancuch S, ktory wraz z x(I) spowoduje,
ze po wykonaniu programu przez NDMT maszyna ta
osiggnie stan koncowy q;4z ,

« Jesli odpowiedz dla I brzmi ,,nie”, to dla kazdego
wygenerowanego tancucha S albo NDMT osiagnie stan
koncowy ¢,,;., albo etap sprawdzania nie zostanie
zakonczony.
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NDMT rozwigzuje problem decyzyjny mw (co
najwyzej) wielomianowym czasie, jesli dla kazdej
instancji IeD,,, dla ktorej odpowiedz brzmi ,tak”,
zostanie wygenerowany taki tancuch S, ze czas
wykonania etapow zgadywania i sprawdzania
zakonczonego odpowiedzig ,,tak” przez NDMT (dla

[ oraz S) jest O (p(N(I))) dla pewnego wielomianu
D .
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Twierdzenie

Jesli jednotasmowa NDMT rozwiazuje decyzyjny
problem  w czasie wielomianowym, to istnieje
wielomian p taki, ze jednotasmowa DMT rozwiazuje

ten problem w czasie 0(2P(ND)Y gdzie IeD, a N(I)
jest rozmiarem danych wejsciowych instancji I.
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Interpretacja Twierdzenia o relacji miedzy NDMT
a DMT

Dziatanie DMT

DMT powinna generowac kolejno rozwigzania np. poprzez
tworzenie kolejnych liczb binarnych k cyfrowych i sprawdzac

jaka jest odpowiedz na pytanie.
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Adekwatnos¢ NDMT jako modelu obliczen

« Sekwencyjny dostep do danych wejsciowych i wynikow
posrednich (ze wzgledu na organizacje tasmowa).

e Nie istnieje rzeczywisty odpowiednik NDMT rozwigzujacy
problemy decyzyjne w prezentowany sposob.

« NDMT obrazuje zdolnosc weryfikacji pozytywnej
odpowiedzi dla rozwigzania (wygenerowanego tancucha
S) instancji IeD,.
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Klase P tworza wszystkie problemy decyzyjne, ktore w co najwyzej
wielomianowym czasie moze rozwigzac DMT.

Klasa NP zawiera wszystkie problemy decyzyjne, ktore w co najwyzej
wielomianowym czasie moze rozwigzac NDMT.

P S NP

Ze wzgledu na wiele lat nieudanych prob udowodnienia relacji P = NP,
jest prawie pewne, ze:
Pc NP

(jest prawie pewne, ze P jest wtasciwg podklasg klasy NP).

Jednak czy P ¢ NP jest problemem otwartym. ?
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e Pytanie, czy problemy NP-zupetne mozna
rozwigzywac w czasie wielomianowym, jest
najwieksza zagadka informatyki teoretycznej.

e Problem P = NP czy P # NP jest problemem
otwartym umieszczonym na liscie Problemow
milenijnych.
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e Problemy milenijne (ang. Millennium Prize
Problems) - zestaw siedmiu zagadnien
matematycznych ogtoszonych przez Instytut
matematyczny Claya 24 maja 2000 roku.

e /a rozwigzanie kazdego z nich wyznaczono
milion dolarow nagrody.

o Do dzis rozwigzano tylko jeden: hipoteza
Poincarego zostata potwierdzona w 2006 przez
rosyjskiego matematyka Grigorija Perelmana.
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Problemy NP-zupetne
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Transformacjq wielomianowq problemu m, do
problemu m; (n,x m,) jest funkcja f: D, — D,
spetniajgca warunki:

1. Dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji f(I,)
odpowiedz rowniez jest ,,tak”,

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej
instancji I,eD,, jest ograniczony od gory przez
wielomian od N(I,).
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Wtasnosci transformacji wielomianowej

Lemat 1 Transformacja wielomianowa jest przechodnia,
tzn. jesli myx my i myx 1y, tOo WyX T4

Lemat 2 Jezeli m,x m; i m;eNP, to m,eNP.
Lemat 3 Jezeli my,x my i —m,eNP, to —meNP.

Wniosek Jezeli m,x m,, to problem m; jest co najmniej
tak trudny jak m,.
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Problem decyzyjny m, jest nazywany NP-zupetnym, jesli:
1. m,eNP,

2. Dla kazdego innego problemu decyzyjnego m,eNP jest
T, X TTq.

Zatem, jesli istniatby algorytm wielomianowy do rozwigzywania
jakiegokolwiek problemu NP-zupetnego, to kazdy problem z klasy
NP (w tym rowniez problemy NP-zupetne) mogtby byc rozwigzany za
pomocy algorytmu wielomianowego.

Z bezskutecznosci poszukiwan algorytmu wielomianowego dla
ktoregokolwiek problemu NP-zupetnego wynika, ze prawie na
pewno wszystkie problemy NP-zupetne mozna rozwigzac tylko przy
uzyciu algorytmow ponadwielomianowych.
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Do udowodnienia NP-zupetnosci problemu decyzyjnego
wystarczy:

1. Dowiesc, ze meNP,

2. Przetransformowac wielomianowo dowolny znany
problem NP-zupetny do problemu .

W celu zbadania ztozonosci obliczeniowej danego problemu,
staramy sie znalezc dla niego optymalny deterministyczny algorytm
wielomianowy lub wykazac trudnosc tego problemu. Aby wykazac
trudnosc, wystarczy udowodnic NP-zupetnosc.

Do klasy problemow NP-zupetnych naleza najtrudniejsze problemy
klasy NP.
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Twierdzenie
Problem plecakowy jest NP-zupetny.

Cel:

Udowodnic NP-zupetnosc problemu plecakowego
poprzez wielomianowg transformacje problemu
nodziatu, ktory jest NP-zupetny, do plecakowego.
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Problem podziatu zbioru

Dane:
e C={cy,..,Cj...,C} - zbiOr k elementow,
e Rozmiar s(c;) > 0 elementu c;, gdzie s(c;) € N, , N, =
{1,2,...},
e BEN,,
o Y¥ s(c;) =2B.
Pytanie:
Czy istnieje podzbior ¢’ c C taki, ze
ZciEC’ s(c;) =B?
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Problem plecakowy - wersja decyzyjna

Dane:

Skonczony zbior elementow A = {aq, a,, ..., a,}.

Rozmiar s(a;) > 0 i waga (wartos¢) w(a;) > 0 elementu a;.
Pojemnosc plecaka b >0 i stata y > 0.

Zadanie:

Czy istnieje podzbior A’ c A taki, ze:

Z s(a;)) <b
a;eAr

ZaiEAr w(a;) =y ?
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Dowdd, ze problem plecakowy ; € NP

Aby rozwiazac instancje (konkretny problem) I €
1, NDMT musi wygenerowac podzbior A’ ¢ A w co

najwyzej wie
najwyzej wie
dla tego prob
nierownosci

lomianowym czasie i sprawdzic w co
lomianowym czasie, czy odpowiedz

lemu brzmi ,,tak”. Nalezy sprawdzic

2 s(a;)) < b
a;eAr

z w(a;) =y

a;eAl
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Dowéd, ze problem plecakowy t; € NP
NDMT dla Problemu plecakowego

Modut .
: Sterowanie
zgadujacy
Gtlowica Glowica
zapisujgca \ odczytujgco-zapisujaca

..... Lah|cucl15 Danex+ejéciov+e
4 -3 -2 -1 01 2 3 4

tancuch S - liczba binarna, ktorej
i-ta pozycja wskazuje czy i-ty
element zbioru A nalezy do
wygenerowanego rozwigzania A’

Dane wejsciowe
TlI_IS(Cll)I_I |_|S(an)|_|
W(al)l_l...I_IW(an)l_lbl_ly
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Dowod, ze problem plecakowy m; € NP | pskiadnie
[logz(n +1)]

TlI_IS(Cll)I_I...I_IS(Cln) |_|W(Cl1) |_|...|_|W(an) |_|b|_|y

logan +1+ ) ([log,s(a)] + 1)
N() = n =1

+ 3 ([logow(a)] + 1) + [(logzb] + 1+ [(log,]

i=1
[x] - najmniejsza liczba catkowita nie mniejsza niz x
N(l) =

(2n + 3)([logmax{n, {s(a,): (T,n}}, (w(a): L n}}, by} + 1)
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Model RAM (ang. random access machine)

e Jeden procesor,

e Operacje elementarne (zapisania, dodawania, odejmowania,
porownania dwu liczb, itp.) wymagaja jednego kroku czasowego,

« Tasma wejsciowa z gtowicag odczytujaca,

« Tasma wyjsciowa z gtowicg zapisujaca,

« Pamiec danych jest zbiorem rejestrow z wyroznionym rejestrem -
akumulatorem, w ktorym wykonywane sg obliczenia,

e Dostep do pamieci wymaga jednego kroku,

o Mozliwos¢ adresowania posredniego,

 Program, ktory nie jest przechowywany w pamigci jest sekwencja
rozkazow (nie podlega automodyfikacji),

e Licznik rozkazow.
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Model RAM c.d.

« Kazda komorka tasm: wejsciowej i wyjsciowej oraz
kazdy rejestr moze zawierac dowolng liczbe catkowita.

« Po odczycie z komorki tasmy wejsciowej (zapisie w
komorce tasmy wyjsciowej), gtowica tasmy jest
przesuwana o jedng pozycje w prawo. Tresci wpisanej na
tasmie wyjsciowej nie mozna zmienic.

o Rozkazy (zbior rozkazow nie jest precyzyjnie
zdefiniowany, ale nie moze zawierac instrukcji
niespotykanych w rzeczywistych komputerach):

- Arytmetyczne (+, -, X, /),
- Wejscia-wyjscia,
- Rozgatezienia przeptywu sterowania.
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Twierdzenie

Modele procesu obliczen:
« Jednotasmowa maszyna Turinga,

« Wielotasmowa maszyna Turinga,
e Maszyna RAM

sq rownowazne w tym sensie, ze jesli dany problem jest
rozwigzywany przez jeden model w czasie ograniczonym od
gory przez wielomian zalezny od rozmiarow problemu, to przy
zatozeniu logarytmicznego kryterium kosztow jest on rowniez
rozwigzywany przez kazdy inny model w czasie ograniczonym
od gory przez wielomian zalezny od jego rozmiarow.

(Mozna czerpac z intuicji programowania w asemblerze.)
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Dowéd, ze problem plecakowy t; € NP

Generacja rozwigzania

tancuch S - liczba binarna, ktorej i-ta pozycja wskazuje
czy i-ty element zbioru A nalezy do wygenerowanego
rozwigzania A'.

Ztozonosc liniowa
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Dowdd, ze problem plecakowy m; € NP

Weryfikacja rozwigzania
Do sprawdzania nierownosci: Y.,.ca, 5(a;) < b, Ygeaw(a;) =y
wystarcza 2|A’| — 2 < 2n operacji dodawania i 2 operacje porownania.

Operacje porownania i dodawania dwoch liczb b; i b, DTM moze
wykonac w czasie wielomianowym zaleznym od [(log,b] i
[(log,b,], natomiast RAM przy kryterium logarytmicznym i jednorodnym.

Zatem ztozonosc weryfikacji odgadnietego rozwigzania jest ograniczona
od gory przez wielomian p(N(I)) czyli T, € NP.
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Dowod, ze Problem podziatu m, < 14

Problem podziatu m, jest NP-zupetny

Dla instancji I,eD,, konstruujemy instancje I,eD; taka, ze:
n=k,
wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie g(c;) = a;,
s(a;) = s(¢;) dla ie{1,n},
w(a;) = s(c;) dla ie{1,n},
b=y =B.
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Transformacjq wielomianowq problemu m, do
problemu m; (n,x m,) jest funkcja f: D, — D,
spetniajgca warunki:

1. Dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji f(I,)
odpowiedz rowniez jest ,,tak”,

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej
instancji I,eD,, jest ograniczony od gory przez
wielomian od N(I,).
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Dowod, ze Problem podziatu m, « 14

1. Dowad, Ze dla kazdej instancji I,eD,,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji I; € m,
odpowiedz rowniez jest ,tak”.

Niech odpowiedz dla I; € m; brzmi ,tak”. Zatem istnieje

A" c Ataki, ze: Ygeas(a;) < b, Ygeaw(a;) =y . Poniewaz
s(a;) = w(ay)=s(c;) dla ie{l,n}orazb =y = B, a wiec dla
zbioru C' = {c;: ¢; = g~ (a;)na;eA’}

prawdziwe jest ). ccrs(c;) = B.

Zatem dla instancji I,eD,, odpowiedz brzmi ,tak”.
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Dowod, ze Problem podziatu m, « 114

1. Dowod, Ze dla kazdej instancji I,eD,, odpowiedz brzmi
,wtak”, wtedy i tylko wtedy, gdy dla instancji I; € my
odpowiedz rowniez jest ,tak”.

Niech odpowiedz dla I,eD,, brzmi ,tak”. Zatem istnieje

C' c C taki, ze: Zciec, s(c;) = B. Poniewaz

s(a;) = w(a;)=s(c;) dla ie{1,n} oraz b = y = B, a wiec dla
zbioru A" = {a;: a; = g(c;)nc;eC’ } prawdziwe jest
> stay= ) wla)=b=y
aEA! a;eAr

7atem dla instancii 7.€ 7. odbpowiedz brzmi tak”.
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Dowod, ze Problem podziatu m, « 14

2. Czas obliczenia funkcji f przez DMT dla kazdej instancji
I,eD,, jest ograniczony od gory przez wielomian
od N(I,).

Czas konstrukcji danych I,eD,, jest ograniczony od gory
przez wielomian od rozmiaru I,eD,,, poniewaz DMT musi
przepisac 2k + 3 liczb.
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WhnioskKi

1. Klasa problemow NP-zupetnych zawiera problemy réwnowazne
wielomianowo, tzn. jesli m; jest NP-zupetny i m, jest NP-zupetny, to
Mo X1y 1 T XTT,.

2. Klasa problemow NP-zupetnych zawarta jest w klasie NP.

3. Jesli dla pewnego problemu NP-zupetnego istnieje wielomianowy
algorytm rozwiazania, to wszystkie problemy NP-zupetne sg
rozwigzywalne w czasie wielomianowym.

4. Klasa problemow NP-zupetnych zawiera najtrudniejsze problemy z
klasy NP.
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Podsumowanie

P - klasa problemow rozwigzywalnych w czasie
wielomianowym.

NP — zupelne - klasa problemow prawie na pewno nie
rozwiagzywalnych w czasie wielomianowym.

Problemy otwarte to takie, dla ktorych nie znaleziono
algorytmu wielomianowego rozwigzania ani nie wykazano
NP-zupetnosci.
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Do udowodnienia NP-zupetnosci problemu decyzyjnego
wystarczy:

1. Dowiesc, ze meNP,

2. Przetransformowac wielomianowo dowolny znany
problem NP-zupetny do problemu .

W celu zbadania ztozonosci obliczeniowej danego problemu,
staramy sie znalezc dla niego optymalny deterministyczny algorytm
wielomianowy lub wykazac trudnosc tego problemu. Aby wykazac
trudnosc, wystarczy udowodnic NP-zupetnosc.

Do klasy problemow NP-zupetnych naleza najtrudniejsze problemy
klasy NP.
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Problemami NP-zupetnymi sa:

e Problem podziatu,

e Problem komiwojazera w wersji
decyzyjnej,

e Problem cyklu Hamiltona.
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W celu wykazania NP-zupetnosci problemu m; nalezy:
Pokazac, ze m, € NP,

Wybrac odpowiedni NP-zupetny problem r,,
Skonstruowac transformacje f:D,, — D,

Pokazac, ze f jest obliczana w czasie wielomianowym,
Pokazac, ze m, > my ,

o U1 AN W IN =

Pokazac, ze my > m, lub —my, > -1y .

Zwykle najtrudniejsze sa punkty 2. i 6.
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Zasadnicze techniki dowodzenia NP-zupetnosci
problemow decyzyjnych:

e Ograniczanie,
o Lokalna zamiana,
« Projektowanie czesci sktadowych.

Ktora z technik zastosowano dowodzac NP-zupetnosci
Problemu plecakowego poprzez przetransformowanie
do niego Problemu podziatu?
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Problem cyklu Hamiltona

Dane:
Graf nieskierowany G =< V,E >, n = |V|
Pytanie:
Czy G zawiera cykl Hamiltona, tzn. czy istnieje takie
uporzadkowanie wierzchotkow grafu < v;jq3, Vifa1,eees Vipn] >,
ze:
i vigj+1)) € E dla je{l,n —1}
oraz
Wi Vipy} € E7
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Problem sciezki Hamiltona

Dane:

Graf nieskierowany G =< V,E >, n = |V|

Pytanie:

Czy G zawiera sciezke Hamiltona, tzn. czy istnieje takie
uporzadkowanie wierzchotkow grafu < vjpy, Vipapsees Vin] >
ze {vijj, vijj+1)) € E dla je{l,n —1}?
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Twierdzenie

Problemy cyklu Hamiltona i sciezki
Hamiltona sg NP-zupetne.
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Problem najdtuzszej sciezki

Graf nieskierowany ¢ =< V,E >, liczba naturalna
K < |V].

Pytanie:

Czy G zawiera sciezke prostg (sciezke
przechodzaca przez kazdy z jej wierzchotkow
doktadnie jeden raz) zawierajaca K lub wiecej
krawedzi?
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Zasadnicze techniki dowodzenia NP-zupetnosci
problemow decyzyjnych:

e Ograniczanie,
o Lokalna zamiana,
« Projektowanie czesci sktadowych.
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Twierdzenie

Problem najdtuzszej sciezki jest NP-
zupetny.

Dowod wykonany technikg ograniczania.

Jako znany problem NP-zupetny przyjmiemy
Problem sciezki Hamiltona.
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NDMT dla Problemu najdtuzszej sciezki

Modut .
: Sterowanie
zgadujacy
Gtlowica Glowica
zapisujgca \ odczytujgco-zapisujaca

Lar’1|cuch S Dape \+ejé ciov+e ........

4 -3 -2 -1 01 2 3 4
tancuch S - cigg K+1 indeksow
wierzchotkow, ktorego i-ta pozycja

wskazuje na i-ty wierzchotek | V| L1 Vg, Vj Lt Uk, Vp L L
wygenerowanej sekwencji.

Dane wejsciowe

Up, Uy
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Twierdzenie

Problem najdtuzszej sciezki m; jest NP-zupetny.
Dowéd, ze m,eNP

Podczas rozwigzywania problemu m,;, modut zgadujacy NDMT
generuje sekwencje (K + 1) wierzchotkow, tzn. K
kKrawedzi.

W jaki sposob? Jaka jest ztozonosc obliczeniowa?
Deterministyczna czesc NDMT sprawdza czy dla kazdych dwu
kOlejnyCh wierzchotkow Vi[j1» Vi[j+1] jest {vi[j]' vi[j+1]} eE
oraz czy wierzchotki powtarzaja sie.

Poniewaz te czynnosci mozna wykonac w czasie
wielomianowym, a wiec m{eNP.
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Twierdzenie
Problem najdtuzszej sciezki jest NP-zupetny.

Dowéd, ze m,xm,
1, - Problem najdtuzszej sciezki,
m, - Problem sciezki Hamiltona.
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Problem sciezki Hamiltona

Dane:

Graf nieskierowany G =< V,E >, n = |V|

Pytanie:

Czy G zawiera sciezke Hamiltona, tzn. czy istnieje takie uporzadkowanie
wierzchotkow grafu < v;pqy, Vi), Vipn) >, 2€ (i), Vigj+1)} € E dla je{l,n —1}7?

Problem najdtuzszej sciezki

Graf nieskierowany G =<V, E >, liczba naturalna K < |V]|.

Pytanie:

Czy G zawiera Sciezke prosta (Sciezke przechodzaca przez kazdy z jej
wierzchotkow doktadnie jeden raz) zawierajaca K lub wiecej krawedzi?

Czy jeden z powyzszych problemow jest ogolniejszy od drugiego?
Jak dobrac K ?
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Twierdzenie
Problem najdtuzszej sciezki jest NP-zupetny.

Dowéd, ze m,xmy
1, - Problem najdtuzszej sciezki,
m, - Problem sciezki Hamiltona.

W celu wykazania powyzszego nalezy m; ograniczyc tylko
do tych instancji I; € D, takich, ze K = [V] — 1. Tak
ograniczony m; jest problemem m,.
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Graf petny
W grafie petnym kazda para wierzchotkow jest potaczona.

Izomorfizm grafow

Dane:

Grafy G, =<V, E; >, G, =< V,,E, >.

Pytanie:

Czy istnieje funkcja jeden na jeden f:V; - V, taka, ze
{fu,vieE, wtedy i tylko wtedy gdy {f (u), f(v)}€E, ?
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Izomorfizm grafow
Dane:

Grafy G, =< Vi, E; >, G, =<V, E, >.

Pytanie:

Czy istnieje funkcja jeden na jeden f:V, - V, taka, ze {u, v}eE; wtedy
i tylko wtedy gdy {f (w), f(v)}€E, ?

G1=< Vl' E1 > Gz =< Vz,Ez >
“ s f : ”5(/7 B
. s \ 17, >
o 1
w AN
Uy ?
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Testy izomorfizmu grafow
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Testy izomorfizmu grafow

e Liczba wierzchotkow
e Liczba krawedzi
 Stopnie wierzchotkow
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N]eCh grafy Gl =< Vl' El >, GZ =< Vz, EZ >
beda takie, ze |V;|= |V;| = n.

Ile jest funkcji jeden na jeden f:V;, -V, ?
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N]eCh grafy Gl =< Vl' El >, GZ =< Vz, EZ >
beda takie, ze |V;|= |V;| = n.

Funkcji jeden na jeden f:V; -V, jest n!.
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Problem kliki

Dane:

Graf nieskierowany G =< V,E >, liczba naturalna k < |V]|.

Pytanie:

Czy graf zawiera klike o rozmiarze k lub wiekszym, tzn. podgraf petny
zawierajacy |V'| = k wierzchotkow.

Problem najwiekszego wspolnego podgrafu

Dane:

Grafy nieskierowane G; =< V;,E; > 1 G, =< V,, E, >, liczba naturalna K.
Pytanie:

Czy istnieja podzbiory E,' c E; i E,' c E, takie, ze |E{| = | E;| = K

i podgrafy G," =<V, E,'>1iG, =<V,,E,’ > sgizomorficzne?
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Problem najwiekszego wspolnego podgrafu

Dane:

Grafy nieskierowane G; =< V;,E; > 1 G, =< V,, E, >, liczba naturalna K.
Pytanie:

Czy istniejg podzbiory E,' c E; i E,' c E, takie, ze |E{| = | E;| = K

i podgrafy G, =<V ,E;" >iG, =<V,,E," > sa izomorficzne?

u
Ve U1 (251 4 us
6
° f
Ve ¢ () — Us
u
° 2
(2
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Twierdzenie

Problem najwiekszego wspolnego podgrafu m,; jest
NP-zupetny.

Dowéd, ze m,eNP
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Dowoéd, ze Problem najwiekszego wspolnego podgrafu tyeNP

Dane:

Grafy nieskierowane G; =< V;,E; > 1 G, =< V,, E, >, liczba naturalna K.
Pytanie:

Czy istniejg podzbiory E,' c E; i E,' c E, takie, ze |E{| = | E;| = K

i podgrafy G, =<V ,E;" >iG, =<V,,E," > sa izomorficzne?

uq Uy Uz

V6. 1 e o
€2 > f2 fa
€1 (%7 f3
Vg = I o Us
: 1

Ug

I __
E; = {v, vs,v1 V3, U, V1, V; v3}
I __
E;= {ug uq, us uy, ug us,us Uz}
g:Vi=Va: v, Uy L1 U3, Ug L.l L
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NDMT dla Problemu najwiekszego wspolnego

podgrafu
Modut :
: Sterowanie
zgadujacy
Gtowica Glowica
zapisujgca \ odczytujgco-zapisujaca

Lar’1|cuch S Dape \+ejé ciov+e ........

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
tancuch S Dane wejsciowe
Pary zbioréw krawedzi Ey, E;'’ Liczby wierzchotkéw obu graféw z kraw.

Pary reprezentujace odwzorowanie |V1| L1 Vg, Vj LI Vg, Vp L. L Up,vrl_l|V2| L
9g. Vi-Va: Vo, Uj L1 Vg, Uy Ld.en L

Ug, U L1 U, Uy L ees L1 Uy, Ug L
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Generacja rozwigzania

Wybor krawedzi podgrafu E;' z K krawedziami
Wybor krawedzi podgrafu E,’ z K krawedziami
Wybor funkcji g

Weryfikacja czy podgrafy E;,' i E,’ sg izomorficzne?
Dla kazdej krawedzi {v, v;} ze zbioru E;" wykonac

wyznacz zbior {g(vy), g(v))};
sprawdz czy {g(vy),g(v;)} jest krawedzia w E,’;
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Dowédd, ze Problem najwiekszego wspolnego podgrafu
7T1€NP

NDMT musi sprawdzic, czy:

Czy istniejg podzbiory E,' c E; i E,' c E, takie, ze |E{| = | E;| = K
i podgrafy G, =<V,E{' >1i G, =<V,,E,’ > sgizomorficzne?
Generacja jednego rozwiazania i sprawdzenie warunkow mogg byc

wykonane w czasie ograniczonym przez wielomian od rozmiaru
problemu.

Latem m,eNP.
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Problem kliki

Dane:

Graf nieskierowany G =< V,E >, liczba naturalna k < |V]|.

Pytanie:

Czy graf zawiera klike o rozmiarze k lub wiekszym, tzn. podgraf petny
zawierajacy |V'| = k wierzchotkow.

Problem najwiekszego wspolnego podgrafu

Dane:

Grafy nieskierowane G; =< V;,E; > 1 G, =< V,, E, >, liczba naturalna K.
Pytanie:

Czy istnieja podzbiory E,' c E; i E,' c E, takie, ze |E{| = | E;| = K

i podgrafy G," =<V, E,'>1iG, =<V,,E,’ > sgizomorficzne?
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DOWéd, ze Ty X T4
Problem kliki T,
Problem najwiekszego wspolnego podgrafu m,

Punktem wyjscia jest twierdzenie
Problem kliki jest NP-zupetny.

Niech w Problemie kliki dane bedzie k < |V|.
W Problemie najwiekszego wspolnego podgrafu, jako G; przyjmiemy
graf, dla ktorego nalezy rozwigzac problem kliki, natomiast

jako G, przyjmijmy graf zawierajacy graf petny o k wierzchotkach.

Jego pozostate |V,| — k wierzchotki maja stopnie rowne 0. W G, jest
krawedzi w liczbie Y7 ,(i—-1)=(k—1)-k/2
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DOWéd, 2e /) (0.6 T4
Problem kliki 1,
Problem najwiekszego wspolnego podgrafu 4

Ograniczamy m, do postaci, gdy graf G, jest grafem jak
poprzednio okreslony, a K = |E,| = (k—1) - k/2. Tak
zdefiniowany Problem najwiekszego podgrafu polega na
szukaniu kliki o k wierzchotkach w grafie ¢;. Zatem tak
ograniczony Problem najwiekszego wspolnego podgrafu
daje rozwigzanie dla Problemu kliki.



